Termodinamica Classica e Teoria da Informacao

Gabriel Golfetti

1 Acessibilidade Adiabatica

Definicao. Um sistema termodindmico consiste em um espago de estados I" onde temos pontos
X € T' chamados estados. Podemos realizar a composicao de sistemas termodinidmicos I', A
denotada por I' & A tal que para quaisquer X € I'eY € A temos X &Y € I' d A. Podemos
também construir para qualquer ¢ > 0 e qualquer sistema I' uma cdpia redimensionada tI" onde,
para todo ponto X € I' existe um ponto tX € tI". Supomos que para quaisquer sistemas I', A,
estados X e 'Y € Aet,s >0 vale

e I'QOA=T, XO0Y =X

e I'=T, 1X=X

o t(sT) = (ts)T, t(sX)= (ts)X

eI A=A, X@pY=YaX

e t(FdA)=(tI) @ (tA), t(X®Y)=(tX)d (tY)

Definicao. Dados dois estados X, Y, dizemos que Y é adiabaticamente acessivel de X, deno-
tado X <Y se existe uma transformacao que leva de X para Y por meio de interacao com
algum dispositivo e um peso, de forma que o dispositivo retorna ao seu estado inicial apos o
processo, mas o peso pode ter subido ou descido. Quando vale pelo menos um de X <Y ou
Y < X, dizemos que X e Y sao compardveis. Quando valem ambos, dizemos que sao adiabati-
camente equivalentes, ou X =Y. Quando apenas X <Y mas nao vale que Y < X, denotamos
por X <Y. A relacao = satisfaz

Al) Reflexividade. X = X

A2) Transitividade. X <Y AY X 7= X <7

A3) Comnsistencia X XY ANZ<W=XoZ<YW

>

)
)
)
4) Invariancia de escala. Vi > 0 (X <Y = tX <tY)
A5) Recombinacgao. Vt € [0,1] (X =tX & (1 —t)X)

A6) Estabilidade. 3Z, W,a, - 0"Vn e N(X ®a,Z <Y ®a,W) =X <Y
= ¢ uma relagao de equivaléncia, e suas classes sao chamadas adiabatas.

Teorema 1.1 (Cancelamento). X ®Z Y @& Z =X <Y. O]

Com o cancelamento podemos estender a definicao das copias redimensionadas para todo
R no contexto de sistemas compostos na acessibilidade adiabatica:

XPtY 2Z e X < (—tY)® Z

1
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Definigao. Um espagco de estados I' é dito satisfazer a hipdtese de comparagao (HC) se, para
todo X,Y €T vale pelo menos um de X <Y ouY < X.

Lema 1.1. Sendo Xy, X; € I' com Xy < X4, definimos
QA X0, Xq) ={X eT|(1-N)Xo® \X; < X}
Se todos os tI" satisfazem HC, vale que
1.VX eTlINeR(x e QN Xo, X1))
2. VX el (sup{A e R| X € Q| X, X1)} < 00) O

Definigao. Dados X, X; € I' com Xy < X, a entropia canénica com pontos de referéncia
Xo, X1 é definida por

So(X| Xo, X7) =sup{A e R| X € Q(\]| Xo, X1)}
Lema 1.2 (< é equivalente a <). Suponha que Xo < X; e que ag + a3 = by + by. Vale que
aoXo ® a1 X1 X bpXo ® 01 Xy < a1 < by

Em particular, agXo ® a1X1 = bgXg ® 01 X1 < a1 = by. O
Lema 1.3 (Caracterizagao da entropia). Suponha que I satisfaz HC. Sao equivalentes

1. A= Sp(X | Xo, X7)

2. X=(1-M)Xo® Xy O
Lema 1.4 (Unicidade da entropia). Se I' satisfaz HC e S* : T' — R € tal que

1-t)X oty 2(1-t)ZDtW

se, e somente se

(1 —)S*(X) + £S*(Y) < (1 — £)S*(Z) + tS*(W)

entao

SHX) = (5™(X1) — 57(X0))So(X | Xo, X1) + S*(Xo).

Teorema 1.2 (Principio da entropia). Seja < uma relagao definida sobre um sistema termo-
dindmico I' e suas composi¢coes de copias redimensionadas. Sao equivalentes.

1. = satisfaz A1-A6 e vale HC para todos os tI’

2. Existe uma entropia S : I' — R que caracteriza = no sequinte sentido. Para todos
t1+ -+t =81+ -+ 8,, temos que

i=1 j=1 i=1 j=1

S € unica até uma transformagao afim. O

Teorema 1.3 (Escalas consistentes de entropia). Suponha que uma familia de sistemas satis-
faca as sequintes condigoes:

1. Quaisquer dois sistemas sao disjuntos
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2. Todas as composi¢oes de copias redimensionadas de sistemas da familia também pertencem
a familia

3. Todo sistema da familia satisfaz HC

Para cada I" na familia seja St uma entropia neste definido. Entao existem constantes ar, [Br
tal que a funcgao definida para todos os estados dos sistemas da familia por

S(X) = aprSr(X) + fr
quando X € I' tém as propriedades
a. Se X eY wvém do mesmo sistema,
XY & SX)<S(Y)
b. S € extensiva, ou seja,
S(XpY)=S5(X)+SY)
S(tX) =1tS(X)

2 Sistemas simples

Definigao. Um sistema simples é definido por um subconjunto aberto e convexo I' € R™*1,
Seus pontos sdo denotados (U, V), onde U € R é chamado de energia e V € R" s@o os volumes
ou coordenadas de trabalho. Suas copias redimensionadas sao obtidas por simples multiplicacao:

tr={X|X eTl}, tUV)=(tUtV).
Além disso supomos que para um sistema simples vale
S1) Combinagao convexa. VX,Y € It € [0,1](tX & (1 — )Y <tX + (1 —t)Y)
S2) Irreversibilidade VX e 'Y € I' (X <Y)

S3) Planos tangentes Lipshitz Para todo X € I' o setor de sucessores Ax possui um plano
de suporte tnico [Ix. Este plano tangente é assumido possuir inclinacao finita com relagao
as coordenadas de trabalho, chamada pressao. Esta é suposta ser uma fungao localmente
Lipshitz

S4) Fronteiras conexas As fronteiras dAx sdo conexos por caminhos
Teorema 2.1 (Setor de sucessores é convexo). Para todo X € I', Ax é convezo. [

Teorema 2.2 (Principio de Cathéodory). Em toda vizinhanga de todo X € T existe Z tal que

X £ Z. Logo, X € 0Ax. O
Lema 2.1 (Pontos colineares). Considere trés pontos colineares de um sistema simples, X,Y, Z,
comY entre X e Z. SeY X Z entao X XY. O
Teorema 2.3 (Setor de sucessores ¢ fechado). VX € I' (Ax = Ax) O
Teorema 2.4 (Setor de sucessores tem interior). VX € I' (A% # 0) O
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Definigao. Para X € I', X ¢é dito positivo (negativo) se o vetor normal a Iy apontando para
A% tem componente de energia positiva (negativa).

Lema 2.2 (Energia no setor de sucessores). Se X = (Uy, Vo) € tal que Ax € positivo, entao
Ax N{(U, Vo)|U € R} = {(U, Vy)|U e R} NT.
Se for negativo, a desigualdade troca de direcao. O

Teorema 2.5 (Setores de sucessores tém o mesmo sinal). Se Ax € positivo para algum X € T,
entao o mesmo vale para todo I'. Em particular, [

Teorema 2.6 (Segunda Lei (Kelvin)). (Ux,V) = (Uy,V) & Ux < Uy. O
Definicao. A projecao de trabalho da fronteira de um setor de sucessores Ax ¢é definida
px ={VeR"|IU e R((U,V) € 0Ax)}
Teorema 2.7 (A fungao ux). Fizamos X = (Uy, V) € I
1. SeY € 0Ax, entao Ax tem um plano tangente em Y e este € Ily
2. px € aberto e conexo em R"

3. Definindo ux : px — R,
ux (V) =inf{u|(u, V) € Ax},

temos que 0Ax = {(u(V), V)|V € px}. ux € localmente convera e
{(U, V)|V epx NU>ux(V)}NI' C Ay
4. ux € diferencidvel em px e satisfaz a equacao diferencial
Vux(V) = —p((ux(V), V))

onde as pressoes p sao definidas pelos planos tangentes

Iy ={Z eT[(1,p(Y))-(Z-Y) =0}

5. ux € a unica fungao diferencidvel que satisfaz a equagdo acima e ux (Vo) = Up. O
Teorema 2.8 (Reversibilidade na fronteira). ¥ € 0Axy = X € 0Ay = Ax = Ay. O
Teorema 2.9 (Aninhamento dos setores de sucessores). Dados X,Y € T', vale exzatamente um
de

1. Ax = Ay

2. Ax € Ay

3. Ay € A%

Para um sistema simples, vale HC. [

Lema 2.3 (Convexidade de §2). Para um sistema simples,

1. Q| Xo, X1) € convexo
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2. Se X € QN | Xo, X1) e X! € QN | Xo, X1) entao para todo t € [0,1] temos que tX + (1 —
HX' € QU+ (1 — )N | Xo, X1) O

Teorema 2.10 (Concavidade da entropia). Para um sistema simples, So(X | Xo, X1) € concava.
]

Teorema 2.11 (Acessibilidade em I' @ I' determina entropia). Suponha que S : ' — R satisfaz

1. Para todo X,Y,Z, W €T

XY <ZeW & S(X)+S(Y) < S(Z)+ S(W)

2. A imagem de S é um intervalo

Se S*: ' = R satisfaz 1, entao S*(X) = aS(X) + B para o > 0.

3 Equilibrio térmico
Definicao. A nocgao de contato e equilibrio térmico segue os seguintes axiomas

T1) Contato térmico. Para qualquer par de sistemas simples I, A, existe um sistema simples
T (I, A) chamado de jungdo térmica de ', A, definido por

T(C,A) = {({U+ U, V,W)|(U,V) €T A (U, W) € A}.

Vale que
U,V (U, W)= (U+U,V,W)

T2) Reparticao. Para qualquer (Uy, V, W) € T(I', A) existe pelo menos um par de estados
(U, V)s (U, W) = (Uy,V,W)
com U 4+ U" = Uy. Em particular, suponhamos que se X = (U, V) € T,
(U, (1= NV, \V) = X
T3) Lei zero. Quando (U, V)& (U, W) = (U + U',V,W) dizemos que X = (U, V) e
Y = (U',Y) estao em equilibrio térmico, ou
X~Y

Vamos supor que X ~Y AY ~ 7 = X ~ Z, ou seja, ~ é uma relacao de equivaléncia.
Suas classes sao chamadas isotermas.

T4) Transversalidade. Para todo X € T', existem Xy ~ X tais que Xy < X < Xj.

T5) Temperatura universal. Para todo X € I" e todo (U, V) € A existe Y = (U', V) € A
tal que X ~ Y.

Teorema 3.1 (Invaridncia de escala). VX € 'Y e AN\ n>0(X ~Y = XX ~ puY). O

Teorema 3.2 (Diregao dos setores de sucessores). Os setores de sucessores de todos os sistemas
simples tém o mesmo sinal. [
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Teorema 3.3 (Diregao dos setores de sucessores). Os setores de sucessores de todos os sistemas
simples tém o mesmo sinal. [

Teorema 3.4 (Principio da méxima entropia). Seja S uma entropia consistente em ', A.
Dados X = (U,V) el eY = (U, W) € A entdo

X ~Y & S(X)+S(Y) = max|[S(E, V) + S(U + U’ — E,W)|

E€R
]

Defini¢ao. Dados dois estados Xy < X; de I', definimos a faiza ¥(Xo, X;) = {X € I'| Xy =
X =2 Xq}

Lema 3.1 (Extensao de faixas). Supondo que Xy < X1,Yy < Y1, e que

X=(1-NXo®AX;

Xi=1-M)Yoe MY
Yo = (1 — Xo)Xo ® XXy
entao
X =(1-pXodph
onde
A\
T30+ doh

]

Teorema 3.5 (Comparagao em sistemas compostos). Seja I' um sistema simples e ay, ... ap,
b1, ...b, reais positivos com ay + -+ - a,, = by ...b,. Entao todos os pontos de a;I' ® - -- & a,,I’
sao compardveis com todos de biI" @ --- @ b,I". O

Teorema 3.6 (Localizagao de isotermas). Suponha que um sistema simples € tal que existe um
par de pontos que nao estao em equilibrio térmico. Entao existe pelo menos uma adiabata com
um par de pontos que nao estao em equilibrio térmico.

Lema 3.2 (Critério de comparagao). Sejam I', A sistemas que satisfazem HC' e também em
suas composicoes de copias redimensionadas. Se existem Xo, X1 €' e Yy, Y7 € A tal que

Xo=< X1, Yo=<M
XodY1=X,0Y,
entao vale HC para composi¢oes mistas de I';) A. O

Teorema 3.7 (Existéncia de calibradores). Se I, A sao sistemas simples, vale a hipdtese do
lema anterior. [

4 Temperatura

Definigao. A temperatura superior (inferior) de um estado X = (U, V) de um sistema simples

é definida por
1 . S((U+¢V))—=S((U,V))
= lim
Ti(X) e—0E €
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Lema 4.1 (Continuidade em adiabatas). As temperaturas sao localmente Lipshitz nas adiaba-
tas. [l

Teorema 4.1 (Unicidade da temperatura). Para todo X € T', vale que

1) =00 =100 = (55)

Além disso, para X,Y € T', temos que
X~Y&eT(X)=TY).
O

Teorema 4.2 (Continuidade da temperatura). A temperatura T(X) € uma fungao continua.
0

Teorema 4.3 (Diferenciabilidade da entropia). A entropia de um sistema simples é uma fungao
continuamente diferencidvel. [

Teorema 4.4 (Segunda Lei - Clausius). Dados dois estados X, Y com T(X) < T(Y), sejam
XY’ tais que
XpY=<TX,V)=X"aY’

Entao a energia de X' € maior do que a de X. O

5 Misturas e reacoes

Definicao. Dados dois sistemas I'; A com uma funcao de entropia consistente S, definimos a
lacuna de entropia

D(T,A) = inf{S(Y) - S(X)| X ETAY € AAX <Y}

Note que vale sempre que —D(A,T") < D(I', A). Este representa a acessibilidade direta de um
sistema para outro. Com isso, definimos entao

ET,A)=inf{D(I,T) +---+ D([,_1,)}

onde o infimo é tomado sobre todas as sequéncias finitas de espagos I' = I'y,..., I, = A.
Este representa a acessibilidade com reacoes intermediarias. Finalmente definimos a lacuna
fundamental

F(I,A) = inf{E(L ® Ty, A ®T,)}

com o infimo tomado sobre todos os espacgos de referéncia I'g, que representa a acessibilidade
com o uso de catalisadores. Vale que

) =

1. F(T,
2. F(tT,tA) = tF(T, A)

3. FTa I, AaA) < F(I,A) + F(I", )
4. F(T@® Ty, A@®T,) = F(T,A)

5. —F(A,T) < F(T,A)
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Este ultimo portanto dé sentido ao seguinte axioma
M1) Reversibilidade quimica. F(I',A) = —F(A,T)

que nos permite definir uma relacdo de equivaléncia entre sistemas. Dizemos que I' e A sao
quimicamente equivalentes
Fr'=As FIA) <

Teorema 5.1 (Diferencas constantes). Se X € I' e Y € A, temos que
XY e SX)+FI,A)<S(Y)
U

Teorema 5.2 (Constantes de entropia). Eriste uma fun¢ao B definida em sistemas termodi-
ndmicos tal que a fungao S*(X) = S(X)+ B(I') € uma entropia consistente e
X=Y=5X)=5"(Y)
X <Y = 5(X)<S(Y)



